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Chapitre 20 : Développements limités

Calcul de DL

E&E Exercice 1 : Dans chacun des cas suivants, déterminer le développement limité de la fonction f au voisinage de 0 &
I'ordre donné :

1 :
L f(2) = e® = -—— i Tordre 2 11. f(z) =In (Sln"’:) a lordre 4
-z

2. f(z) = exp(sinz) a l'ordre 4 19 _l+z Vordre 3

3. f(z) = v1+z+ 22 alordre 2 - f(2) = (1—1z)3 atordre

4. f(z) = cos/z a lordre 5 13. f(z) =1In(1 + cos (2z)) a 'ordre 4

1 1 1

5. f(@) =~ — ——— alodre 1 14 f(2) = 5 ‘T; — & lordre 3

6. f(z) = (cos:z:)smcc a lordre 5 sinz\?

7. f(z) = (1+ )= a lordre 2 15 f(z) = ( z > a Tordre 4

8. f(z) =sinz — zcosz & 'ordre 8 16. f(z) = cos <7T ) 3 Pordre 4
9. f(z) =2* —1 alordre 2 2 tan
10. f(z) = eV™® & I'ordre 3

Eéé Exercice 2 : Déterminer le développement limité a 'ordre n donné de la fonction f au voisinage de zg dans les cas
suivants :

1
1. f(z) = 4/z au voisinage de zg = 1 alordren =5

1
2. f(z) = = au voisinage de zg =1 4 'ordre n = 5

z
3. f(z) = i — i au voisinage de zg = 3 & ordre n = 4

4. f(z) = Sil/lg au voisinage de zg = % al'ordre n =3

5. f(z) = TR au voisinage de zg = 1 & l'ordre n = 3

6. f(z) = au voisinage de zg = 1 & 'ordre n quelconque.

7. f(z) = (g) au voisinage de zg = g a lordre n = 4.

8. f(z) = V/z3 + 22 — V23 — 22 au voisinage de zo = +00 & l'ordre n = 2.
9. f(z) = r ne ln ——— au voisinage de zg = 1 a l'ordre 2

| Des DL pour calculer des limites et des équivalents

+». Exercice 3 : Dire si les fonctions suivantes ont une limite au point a et si oui les déterminer.

Inz
e® —In(l+z)—cosz 3% +4=
1. z— . ena=20 gz | ——— en a = +0o
sinz — 2
zcosc —sinz B snz
2.$H7m3 ena=20 10.m'—>%ena:0
3 sinz —zln (1 + z) 0 SINT —tant 1
T et cosz —sime—2 07 11.m|—>(2a:2—3:r+1)tan(7ra:)ena:§
1 T
Ssin [ = | — 22 = | 1
4.z z sm($> z2 en a = 400 12'$H[<n(m+ )) —1}1nmena:+oo
1 Inz
5.CEF—)*2—7‘2 ena=20 13 l‘l—):Eg(e%—eﬁ)ena:—i—oo
z sin” x :
z_ p—
6.$»—>uena:1 14.$»—>Menazz
l-z+Inz sin (2z) — 1 4
In(1 zlnz %1 B
7o M en a = +00 15. z—=2zT<= ena=1
Inz 1 z
1 . 16, 2= — ——ena=1
8.z (28 +22+1)f —(z*+ D7 ena=+oo lnz Inz
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E§§ Exercice 4 : Trouver un équivalent des fonctions suivantes au voisinage de a :

2 2
L f(2) = sing In(1+z)

2. f(z) =sin(2z) — 2sinz au voisinage de a =0

3. f(z) =In (

au voisinage de a = 0

tanz

) au voisinage de a = 0

1
14z

4. f(z)=In (1 +

1 .
— — au voisinage de a = 400
z

| Des DL pour étudier des comportements asymptotiques de fonctions

E@E Exercice 5 : Dans chacun des cas suivants, dire si la courbe représentative de la fonction f au voisinage de +oo et
de —oco admet une asymptote oblique ou horizontale. On étudiera aussi la position locale de la courbe par rapport a son
asymptote au voisinage de +o0 et de —oo (s’il y a lieu).

1. f(z)=(z+1)exp (i)
2. g(z)=+Vzi+z2 41z

:1:2
4. f(:c):x21n<1im>

| DL d’une bijection réciproque |

». Exercice 6 : On note f la fonction définie par :
Vz € R, f(z) = arctanz + e — 1.

1. Etudier f et en dessiner la courbe dans un repére orthonormé.
2. Montrer que f induit une bijection de R dans un intervalle I a préciser.

3. Soit g la réciproque de la bijection précédente.
Montrer que g est de classe C* sur I.
En déduire que g admet, en tout point de I, des développements limités a tout ordre.

4. En utilisant le fait que g o f = Idg, donner un développement limité de g a 'ordre 2 au voisinage de 0.

. Exercice 7 :
1. Montrer que la fonction f : z — e® + & — 1 réalise une bijection de R sur R.

2. Montrer que sa fonction réciproque f~! est de classe C*®. Former le développement limité & 'ordre 3 au voisinage de
0de f1.

DL et régularité |

zlnz
s+ Exercice 8 : On note f la fonction définie sur |0, 1[U]1, +-00[ par f(z) = — T
22 _
1. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 1.
2. Ce prolongement est-il dérivable ?
3. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0.
4. Ce prolongement est-il dérivable ?
+. Exercice 9 : Soit a un parametre réel. On définit la fonction f par
cos /T siz>0
N
Ve €R, f(z)= % siz<0
a siz=0.

1. Pour quelle valeur de a la fonction f est-elle continue sur R ?

2. On suppose désormais que a est égal a la valeur trouvée a la question 1.
Montrer que f est dérivable sur R et calculer la dérivée f'(z) pour tout z réel.

cCos T

= m Calculer f(4)(0)

Eéé Exercice 10 : On note f la fonction définie par : f(z)
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