Lycée Sainte Geneviéve TD
BCPST1
Chapitre 7 : Fonctions numériques
| Propriétés des fonctions numériques usuelles |
E&- Exercice 1 : Simplifier les expressions suivantes
e In(e?) e 2In(v/3 4 v2) —In(5 + 2v6)
e (lne)? . [ln(eg)]3 —2In,/e
.1n<1) o In(e? — 1) —In(1 +e)
o (e377)2¢t® e ln Era +1n (12V/3)
Ve2zer’ 2
® (e27)3elta> e In(3v/2) — In(6v/3)
ln (648)
e In(v3+v2) +In(v/3-V2) 'm
e In(e?\/e) 3
. In(3/6)
° eln 3—2In2
E§§ Exercice 2 : Montrer, lorsqu’elles ont un sens, les égalités suivantes :
7
L 15 In(3+42v2) —4ln(vV2+1) = gln(ﬂ— 1).
5 chc_e3:c— et — 1
et —1 e _e 7
(z+1)?
€ _ z\4
2z 2¢e* 1
PR L N P
e“T + e®
5. In(e® + e %) +z =In(1+ e?®)
6. lIn(z* —1)—In(z? +1) =ln(z - 1) +1In(z + 1)
E§§ Exercice 3
3/V/18
1. Simplifier x /6 sous la forme 2%3Y.
\F
458525
2. Simplifier % sous la forme 2%.
2 4
3. Simplifier I’expression suivante : A = \/(1 —/2)2 + \/(2 —/2)2
2 9 1
4. Soit z € R™. Simplifier au maximum chaque expression suivante : A = (:c%:r%) , B= (:ﬁ) —zy/z et C (wj); .

Eéé Exercice 4 : Vrai ou Faux? Corriger les erreurs :

(ab)c _ abc : abac — abc : a2b — (ab)2 ; (ab)c — ac/2bc/2 : (ab)c _ (ac)b_

| Ensembles de définition |

E§§ Exercice 5 : Déterminer ’ensemble de définition de la fonction f dans les cas suivants :

L f@)= V2 flo) = va—3+ LFE

2. f(z)=+/(z2—2)2—22+z e + 1
3. fla) = 1 1 5. f(m)—1n< 1>

T — =

i 6. f(z)=In (i;i)

e*r —
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E§§ Exercice 6 : Calculer f o g et go f apres avoir indiqué pour quels réels cela a un sens :
1. frz—222—z4+1 et g: z+ 2y/z—3.
2x% — 8
2. f:z— z

1
et g:zz—zT+ —.
T

|Parité, périodicité, extrema

E§§ Exercice 7 : Dans chacun des cas suivants, étudier la parité et 'imparité de la fonction f. Indiquer aussi la périodicité
lorsqu’elle est manifeste :

— 2 4 6 8
?’)' ;Ez; ; z ++:3: ++;-j _:_227 6. f(z)=|z+1]— |z — 1]
| 7. f(CE) =sinz + cosz
1ozl 8. f(z) = cosz + cos (2z)
L@ =5

+». Exercice 8 : Montrer les résultats suivants :
La composée de deux fonctions impaires est impaire.
La composée d’une fonction paire et d’une fonction impaire est paire.

La somme de deux fonctions impaires est impaire.

- w o=

Le produit de deux fonctions impaires est paire.

Eéi Exercice 9 : Déterminer lorsqu’ils existent les bornes supérieures, inférieures, maxima et minima des fonctions suivantes :

1
1. frzm Trg oW [0, +o0l.

2. f:z— /T—zsur RT.
3. f:z— cosz +sinz sur R.
4. f

1
: —_— 1 .
z - T+ n(z) sur [1, +o0]

6
5. f:z— 5ln(z) —z + 2 sur [1,6] (on donne 51n(3) <6, et In(3) —1 < ).

| Calcul de limites |

E(SE Exercice 10 : Calculer les limites des fonctions suivantes aux bornes de leur domaine de définition. On justifiera
correctement les résultats. On fera, lorsque cela est possible, 'interprétation graphique des résultats.

z Ja
1. f(z) = e totl 6. f(z)=In (; -'__ i) 11. f(z) = e:Ez
. flz) =e*® —¢€® . _ o2
e“+zi+az+1 7. f(:v)zln(e +:z:2) 2 f(:r)_el i
z 1 2-z 14. f(z) = (22 — 1)e=
L) =y 5@ n($+4> In (z2 + 1)
5. flz) = e®’ — e®t? 9. f(z) = 22 15. f(z) .

E& Exercice 11 : Calculer les limites suivantes :

.ozT 442 —1 . oz3 -2z
1. lim ———— 6. lim ———
z—+oo 2 +1 z——oco 222 — 1
72 5
. z'4zi-1 z°—1
R NP e
7.2
. T4+ —=z . z°+8
3. lm ———— 8. lim
2h0- 26 + 4z -2 |z + 2]
3z2 42z -5 /12
4. lim S erTo 9. lim Y%~
z—1- 22 +42 -5 " 250 1z
. 322 +22 -5 10. lim z?—-3z+1—z|z — 3
o lim P
z——5+ T4+ 4z —5
11. lim z2-3z+1-z|z — 3
z——00
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| Calcul de dérivées

E& Exercice 12 : Donner ’ensemble de définition et de dérivabilité des fonctions suivantes, puis calculer leur dérivées :

L. f(z) :er‘f% 8. f(z) :1n(e””;|-m2) 14. f(z) = <*/m28:73m>4
2. f(z) = % 9. (o) = 55 5 fla) o

. ﬁﬁii _ ﬁs@) 10- f(e) =1In (%) 16. f(z) = “1;7
R T R e
6 1) = 53 cos (50 12. f(z) = zwlﬂ 19. f(z) = 31_;?”

7. f(z) = sin(Inz) 13. f(z) = (e** —1)"

| Etude des fonctions |

Eéé Exercice 13 : On considere les fonctions f et g définies sur R par
f:z 223/ +|z—5 et g: z— [22° -5 —|z% - 1].

Simplifier les expressions de f(z) et de g(z) en fonction des valeurs de z. En déduire les représentations graphiques de ces
deux fonctions.
++. Exercice 14 : Soit la fonction h définie par h(z) = zexp|In|z||.

1. Donner ’ensemble de définition de h.

2. Représenter graphiquement la fonction h.

7#{‘ Exercice 15 : Soit f la fonction définie par f(z) = In |cos () sin ().
1. Déterminer le domaine de définition Dy de f.

2. Montrer que f est 7 périodique, et paire. A quel intervalle peut-on réduire I’étude de la fonction f?
T
3. Montrer soigneusement que f est dérivable sur ]0, Z] et calculer sa dérivée. Dresser le tableau de variation de f sur
cet intervalle.

4. Tracer la courbe de f en justifiant sa construction.
s
5. Montrer que f réalise une bijection de ]0, Z} sur un intervalle a déterminer.
11—z

2z
Déterminer I’ensemble de définition Dy de f, étudier sa dérivabilité et calculer sa dérivée.

+ Exercice 16 : Soit f la fonction définie par f(z) =

Déterminer les limites de f aux bords de Dy et dresser son tableau de variations.
Etudier les asymptotes.

Déterminer I’équation de la tangente & C¢ en z = 1.

Montrer que Ve € Dy, —z € Dy et f(—z) = —1 — f(z). Interprétation graphique?

Tracer la courbe représentative de f.

NS ot YN

Montrer que I'équation f(z) = z admet exactement deux solutions sur R et les déterminer. Que représentent ces
solutions pour la courbe représentative de f 7

Etude de bijections réciproques

E(&E Exercice 17 : On consideére la fonction f définie par f(z) = z® + 3°.
1. Etudier la fonction f.
Montrer que f est bijective de R dans R. On note f! la bijection réciproque.
Donner les variations de 1.
Tracer les courbes représentatives des fonctions f et f—2.
Etudier la dérivabilité de f~1.

Ol W
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1

+. Exercice 18 : On considére la fonction f définie par f(z) = .
cos T

1. Donner le domaine de définition de f.
2. Réduire le domaine d’étude de la fonction f.
3. Etudier les variations de f.
4. Tracer la courbe représentative de la fonction f.
5. Montrer que f réalise une bijection de I = [0, g] sur un intervalle J & préciser. On note f~! la bijection réciproque.
6. Donner les variations de f~!.
7. Tracer sur le méme graphique 'allure de la courbe représentative de f—1.
8. Justifier que
1
cos(fH(z)) = -
z
Vz € J, ]
: -1 _
sin(1(2)) = 41—
1
9. Démontrer que f~! est dérivable sur J \ {1} et montrer que pour tout z € J\ {1}, on a : (f 1) (z) = g
zVz? —
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