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Chapitre 15 : Limites

| Calcul de limites

E(SE Exercice 1 : Calculer les limites des fonctions suivantes aux bornes de leur domaine de définition. On justifiera correc-

tement les résultats. On fera, lorsque cela est possible, 'interprétation graphique des résultats.

1. f(z) = e~ tott
. f(z) = e —e®
e +zri4+z+1
3
f@) =TT
T 1
4. = T
fla) = e
5. f(z) = e® —e®tl

10.

f(2) =In (Z: . 1)
f(2) =1n (621-:_2:12)
o= (255
f@) = -

Eggi Exercice 2 : Méme consigne, avec des polyndémes.

z7 +4z? —1
9 +1
2’4+ 22— ¢
im ——— %
z—o—o0 8 + 4z2

2’4+ 2?2z

3. llm ———
z—0- x8 +4z2

3z24+2z -5

4., llm ———
z1- T2 +4x -5

1. lim
T— 400

E(SE Exercice 3 : Méme consigne, avec les fonctions exponentielle et logarithme.

>9.

. lnz—1
1. lim emm=F1
z—+00

. lnz—1
2. lim elm=+1

z—0+

. lnz—1
3. lim e™=+1

z—1

4. lim (1 + az)z, a >0

z—0

5.

5.

z? + 2z — 15
im ——Mm——
z—-5+ T2 4+ 4z —5
z° — 2z
im ————
z5—00 222 — 1
Loz -1
lim
z—1 g3 — 1

1 1
lim z/z (e L _eViet?

z—+00
1 In(1/z)
lim (1 + >
z— 400 Inz

1 In(1/z)
lim (1 + )

z—1+ Inz
lim (14 e®)"/®

z—+00

E(SE Exercice 4 : Méme consigne, avec des racines.

Vz?

1. lim —

z—0 T
2. lim z4+2—-—+v22-3z-1

T—+o00

; 3_ /.3
3. xgrjloo\/(:z:—i—l) Ve
1

4. 1 —

B (z+1)2 (z+1)°

5.

~

. v —1
lim
z—1t . —1

vz2 +2z—3

lim

’ T——+00 T

lim Vz?2+1+4+¢z

z——00
! z++vzi+1
im —————
z—+oo /g2 — Bz 4+ 1

11.

12.
13.
14.

15.

10.
11.

10.

11.

12.

10.

11.

Jz

f@) ==

f(z) = e® — 23

f(z) = e

f(z) = (22 — 4)e=
_ In(2? +1)

flz)=—
348

im ——
z——2 |:1: + 2|

. cos®z —cosz
lim
z—02cos?z —3cosz + 1
lim z? -3z +1-z|z — 3|
T—+o0

lim 22 -3z +1—z|z — 3|
r— —00

tlnt
lm (ln (1 —I—t))

t—+o00 Int

. z+1
Iim zln | ——
z—+00 T

2 3
lim cos(z?) +1n(2z) — z

3z3 +sinz —z
) 2+1
lim Tt (ele — 1)

T—+00 T

z— 400

. T+ 2z -3
lim ——————

z—1 2 —1
1im7‘/m_2

z—2 \/m—e,

lim v/z+z -z

z— 400

Vo= ifa

lim

" z5a T/>— '{/a’

ot (n,m) € N? eta>0
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E§§ Exercice 5 : Méme consigne, avec des fonctions trigonométriques.

. . (1 . sinz . sin(6z)
1. imzsin | — 5 lm — 8 lim ——=%
z—0 z z—+o0 22 —Inz z—0 tan (4z)
1 6 1 tanz —sinz 0. I 2cosz — 1
im s o Clim ————— o lim —~  ©
2. 9113%) ST s ( ) z—0 a:3( ) 2T 2sinz — /3
: sin (2z 2
. Tsinz i o \EE) : z
3. hm " T cos (32) 10. li (P2RZ S0
ztoo 22 4 1 T 250 z

z?cosz

im ———
z—too 2 + 1
+» Exercice 6 : Méme consigne, avec la fonction partie entiére.
1
1. La fonction g définie sur R* par g(z) =z {J a-t-elle une limite en +o00?
z

1 1
2. La fonction h définie sur R* par h(z) = = — {J a-t-elle une limite en +oco ?
z T

3. Soient a et b strictement positifs. Calculer :

(a) lim = {bJ (b) lim b [EJ (¢) lim b [EJ

4. Etudier lim (1 -z rJ)
z—0 x

s Exercice 7 : Avec des valeurs absolues.
. |z — 3] — 2z

Soit f tell =
oit f telle que f(z) —6-]o 13|
1. Déterminer Dy.

2. Etudier 'existence d’une limite en a = 3, d’une limite & droite en 3 et d’une limite & gauche en 3.

Exercices plus généraux|

+» Exercice 8 : Soit f une fonction réelle définie sur R. On suppose que f est périodique de période T et que f admet une
limite finie | quand z tend vers +co. Démontrer que f est la fonction constante de valeur [.

”‘#‘ Exercice 9 : Montrer que la fonction ¢ — sinz + cos z n’admet pas de limite en +00, ni en —co.

. 1 o
»» Exercice 10 : Montrer que la fonction z — sin (a: + ) n’admet pas de limite en 0.
z

. T+2
Exercice 11 : Montrer en utilisant la définition avec quantificateurs que : lim = +o00.

z—1t Jz — 1
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Equivalents et branches asymptotiques

+». Exercice 12 : Donner un équivalent au point considéré. En déduire la limite au point considéré.
1. f(z)=vz+5—+z—3en +oo 16. f(w):ln(l—}—g) en +0o
z
2. =41 -1 2 i 0
f(z) = vI+@—VI+a en +oo puis en 17. f(2) = VI+ Va2 11 en +oo.

3 _In(1+2) a
- fle) = T en oo 18. f(z) = = + i +o00. Discuter en fonction de a et
1
4. f(z)=Ilnz+ = en 0" de b. .
z
5. f(z) =z —1n(2® + 1) en +oo0. 19. f(m)zg—m_len+00
1—er — L 11
e — 1 . o1 1 11
7.f(:v):meanOpulsenm:-l-oo(aER) 'f(m)_?_:c? [+ on oo
z%Inz 1 1
8.f(:r):$x_1en:r:0+(a>0) 22. f@)= 5 — -yt aent
9. f(g;):el‘-i-egl‘—ZenJ::Opuisenx:—}—oo 23. f(m):iz_ 21 —%en%—oo
2 -1 . T T2 —1
10. = % — T
0. f(=) In(z2 —z +1) enz 24. f(z) = (Inz)* — (nz)? en +o0o
z 1 z T
11. f(ir):%enmzopuisenm:-l-oo. 25. f(z) =2 —2% en 400
ga: _Iim_ 26. f(z) =2°1* — 2% en 400
12. f(z) = oo _q MZT= 27. f(z) = eV*+2V® en 400
13. f(z)=z(In(z+ 1) —Ilnz) en z = 400 28. f(z) = (2°)® + 2% + (4®)2 en 400
14. f(z) = (z+1)(es —1) en z = 40 29. f(z) = (z + 1)® en +o0
t 1+t ) 30. f(z) =(z—1)® en +©
15. f(z) = Trio ; en £ = 0 puis en £ = +oo0. 31. f(z) = (z + 1)° — 2® en +00

+. Exercice 13 : Soit f la fonction définie par f : z +— z —In(1+ z). Le plan étant muni d’un repére orthonormé, C
désigne la courbe représentative de f.

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
2. Etudier les limites aux bornes de son ensemble de définition.

3. Etudier la nature des branches infinies de C et préciser la position relative de C et de ses éventuelles asymptotes.
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